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CLASA A XII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.

Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor***
Pentru fiecare pe N considerdm mulfimea U, ={z e C|z" =1}.

a) Sa se arate ca existd weU b astfel incat U p ={1, w, a)z,..., a)p_l}.

b) Sa se arate ca, daca m,ne N si multimea U, uU, este parte stabild in raport cu inmultirea

numerelor complexe, atunci m divide n sau n divide m.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a)Up:{COSZk—ﬁHsinZk—”lk=0,1,2,...,p—1} 1p
p p
) . - T, .27
Cerinta se realizeaza, de exemplu, pentru @, =C0S— +1sin— 2p
p p
b) Daca U, WU, este parte stabila, atunci U, uU, contine elementul @, @, 1p
In acest caz avem, de exemplu, o, €U, deci o0, = oy, s€{L,2,...,m} 1p
Rezultd o, = a)rf(l, de unde 27z/n =2(s—1)z/m, adici m=(s—1)n, deci n|m 2p

Enunt subiect 2, autor***
Fie (G,-) un grup siunsubgrup Hal luiG,cu H =#G.
a) Sa se arate ca daca xeH si yeG\H, atunci xyeG\H .

b) Sa se arate ca daca orice doud elemente din G \ H comuta, atunci grupul (G, -) este comutativ.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Dacd xy=zeH atunci, deoarece X *eH si H este parte stabild, y=x"'zeH — 2

contradictie, deci Xy ¢ H

b) Daca xe H si yeG\H, atunci y(xy)=(xy)y si, prin simplificare cu y, Xy = yx 2p

Daca xeH si yeH, atunci luam zeG\H si obtinem (xz)(yz)=(yz)(xz), deci

xyz% = yxz2, de unde xy = yx 3




Enunt subiect 3, autor Florin Rotaru
Fie O<a<b si f:[a,b] - (0,+90) o functie continua.
a) Sa se arate ca pentru fiecare n e N exista si este unic numarul x, € (a,b) astfel incat
b
n j f(x)dx= [ f(x)dx.
Xn

b) Daca (X,),s; este sirul definit la a), sa se calculeze lim X,,.
n—o0

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Dacda F este o primitivd a lui f , atunci cerinta este (n+1)F(x,)=F(b)+nF(a) 2p
Functia F este continua si strict crescatoare, iar (n+1)F(a) < F(b)+nF(a) <(n+1)F(b), )
deci exista si este unic X, € (a,b) astfel incat (n+1)F(x,) = F(b)+nF(a). P
b) lim F(x,) = lim FO) | jim M@ _ ¢y 1p
n—o N+1 noo N+1
Deoarece F este strict crescitoare, relatia precedentd implica lim x, =a. 2p
N—o0
Enunt subiect 4, autor ***
3
a) Sa se arate ca Sin x> x—%, pentru orice x>0.
N1 (k) ¢
b) Fie f :R —[0,) o functie continua. Sa se arate ca lim Zsin(— f (—D :I f(x)dx .
n—oo k=1 n n 0
Detalii rezolvare Barem
asociat
3
a) Consideram functia f:R >R, f(x)=sinx— x+%. Atunci f'(x) =cosx—1+x2/2,
f"(x)=x—-sinx>0 pentru x>0, f"' este crescatoare si f'(0)=0, deci f'(x)>0 pentru 2p
x>0, deunde f este crescatoare pe [0,0), iar f(0)=0 conduce la concluzie
n n
b) Din sinx < x pentru x>0 obtinem s, = »_sin (l f (ED < 21 f (Ej =t, 1p
e~ n \n ~n \n
1
Cum f este integrabila, Iimtn =I f (x)dx 1p
. k 1 3
Din a), s, Z—f —52 3= |=t,— 7 Unr limu, _I f2(x)dx 2p

k=1 N =n’ n

Din criteriul clestelul rezultd concluzia

1p




